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a % b ⇔ f(a) %′ f(b)
f(a ∗ b) = f(a) ∗′ f(b).
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UVP>~fPUVUP~RT¢]~(UV]P~£ÔtR ~PfUP¨ŁRh}]~¹ºTŁQDR%ST} RTkQS~~S¢fUVP¨P>~c,U# SkP}(S¬T
¥ÄkPQfUPDÂfLTQkPŁ>

ÔXP~>fPUUP~.kPŁR%SVNÔXP>~1ŁRh}]~¹ºTŁQDR%SV(}]~DRTkQS~~S¢fUVP>~D~(}< φ(x) = αx 
α > 0 k¥ÄkPQfUP~ÂkQDRT~~PT_PQŁRhfŁPP} PU°_SV}X

ÔXP~]PUUVP>~ S}(PŁ°%RhUUVP(IÔtP~ŁRh}~c¹º(ŁQDR%SV(}]~tR(kQS~~SV¢fUP~O~T}< φ(x) = αx+




£}]PfŁ(<~SVST} ~fŁ A/ ∼ ÊºP_PQfUVP¯Â a P~B¹ºTS~DfU]~DUT}f«ÄT fU]~.]RT]




~P}]~GkP7kSŁPx¡(]P a P>~cGfPk	¹ºTS~fU]~G]Rh]¯¡<fP b t]RTŁFL(}<ŁP.LPUR}X P} R,]RT~
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Ý»}<ŁP>~~T}]~±Å}fT]~ﬁRT,R(~£UPFfU]~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ŁPUR%SV(}D¢fS}]RhSŁP(
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S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f(x) := |{y | x % y}| fÔtPŁ>~]U¬R%£~ LP}]RTzRT~´1 A P>~c£k}fTQG¢fŁRT¢fUPÊP}z¹RhSV






²aŁP}f(}]~ A = R2 NPxk ]}fS~~T}]~.U9 TŁkŁPUVP_SL(«TŁRhf]S¡<fP¯ÊºRhŁSP,RT~Ø<QŁS¡<fPIÏ
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(a, b) lex (c, d) ⇔
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QP f PLkS~cPT(}fT]~ﬂRhfŁST}]~aRTUV(Ł~ f(a, 1) > f(a, 0) 
|
T}]SUtPkS~PŁRTS¬£f}ŁR%SV(}f}fPU g(a) PUO¡<fP f(a, 1) > g(a) > f(a, 0) K¤ﬂPStRh}<
°%RhURh¢fUPﬁ:TfŁÄTk a ∈ R TT}DRRhS}]~S]kL }fSff}fP£¹ºT}]LST} g : R −→ Q *>ﬁPQRTŁ¡<f(}]~
¡<fP.LPP¹ºT}]LST}¨P~FS}%¦cPLS°TPTt¥a}¯PL©KPL>~S a 6= b (}¯R}fP~~RTSVŁPQP}< a > b
T b > a 
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(¼ﬃ»¿ f : A −→ R »¿,aL]¿ a %
















k,»¿L f ¿(¼ﬃÅ¿ 	 %VhÌ¼ (A,B, f) ¿ﬃ¼ﬃNkK¿FÀÍf¿ÉV¿%Ì
Ù
É:%¿;
¤ﬂP´Ł>~]U¬R%aRhf:TŁP´f}]PﬁŁ(}]~Pﬁ§*}fTŁPµ]ŁPQ1S­ŁP´¡(]P~ST}DfRh}~UVPﬁR(~ n = 1 
ÔtR	¹º(}]ﬃSV(}Ú fSUVSV ui







 SV}<PŁ°IRTUVUP  ¤ﬂPP¨¡<fP~ST}·P~zŁPUSP¨Rh!QP>~fŁRh«(PBkP¯kSV©:ŁP}]LP(ﬁkT}<}fT]~
k(}f}fT}~f}BŁ­~*¢fŁPL¹NRTPŁ®X  H}BL(}]~Sk­ŁP1LPLPG¹ºTS~*f}fP1ŁPURhST} % ~fŁ A ¡<fS
P~F¡<]R%PŁ}]RhSŁPTXÔXP.~P}~kT}]}f.§ ab % st (fŁ a, b, s, t ∈ A P~UVP.~fS°%Rh}<.ÂtUR
kSV©:ŁP}]LPx S}<P}]~SV7P}<ŁP a P b P~FfU]~«(ŁRT}]kPD¡<fP.URkSV©:ŁP}]LP7X S}<P}~SV
P}<ŁP s PL t U9 S}(P}]~SV.Rh}<ŁR(kfSVP.RhŁf}]PD¹ºT}]LST}¯ŁPUVUP f kL ]}]SVPz~fŁ A 
Æ£S}]~SXT}R1U9 ¡<fS°%RhUP}]PDÂ
ab % st ⇔ f(a)− f(b) ≥ f(s)− f(t).
ÔtR1¡<fP~ST}xP~£kP*~RI°T(SVŁ´¡<fPUUP~´~(}<µUP~´L(}]kSVST}]~µŁP¡<fS~P>~´~fŁ % :T]Ł´¡<X f}fP






ﬁÔtRŁPUR%SV(} ¢fS}]RhSŁP R ~fŁ A2 kL }fSVPz]RTŁ (a, b)R(s, t) := ab % st P~G]}
fŁTŁkŁPURhŁ«TPHhRhU#
f ab % st ⇒ ts % ba 

 ab % a′b′ P bc % b′c′ SQfUVS¡<fP}< ac % a′c′ 

 ab % st P st % xx SQfUS¡<fP}(*U9 PLkS~cP}]PGkP u, v ∈ A PU~H¡<fP au ∼ st PL
vb ∼ st Ê9~(UV°%RT¢fSVUSV>ÏL
f t(kP,~¡<fP}]LP~Rh}fRhŁ ~cŁSﬃPQP}<.¢:TŁ}fPP~. ]}]SVP Ê9R%kSV(QP,RhŁfSVQ±





~S ai+1ai ∼ a2a1

i = 1, . . . , n− 1 PL ¬a2a1 ∼ a1a1
ÊP~]RTPQP}<µŁ«TfUSVPŁÏL<ÔRG~¡<fP}]LP*~cRh}k±
fRhŁ	P~F¢(Ł}]P7~ŁSLPQ1P}<G~ SUNPLkS~cP s, t ∈ A PU~1¡<fP st  aia1  ts

i = 1, . . . , n 
|







f}f(Q1(QTŁffS~QP*P}<ŁP (A, %, ∗) P (R,≥, +)  £}fPŁP]Ł>~P}(R%SV(}.PLkS~cP~SP






















u(x1, . . . , xn) = F (u1(x1), . . . , un(xn)),
Ê TÏ





%KÀ¿kP (X, %) Â
(xi, zic) % (yi, zic) ⇔ (xi, z
′
ic) % (yi, z
′
ic), ∀x, y, z, z















ÔtR7}fhR%SV(} z = (xA, yAc)
~S«T}]S¬ ]P1¡<fPFU# (¢k¦cPL z P>~cHPU¡<fP zi = xi





PLµkT}] ]TQTQTŁffS~Q1P>~ ui : Xi −→ R
T¥a}.Ł~fQTTUVP£Ł~fUVRhaP~NUVPH~fS°%Rh}<£Â

  #. $&)  (X, %) ¿ﬃ¼ﬃÌ¿»Ë:Ìﬃ¼¿]»T½V¿1Ë]%Ìk:¿ÁL%:À#% u
Ù
ÀhÎ£Ë]I¼(½LV¿¨hI¿À























































(S¬ (A, %) f}Ú~Øk~­QPzŁPURhST}f}]PU#OP f f}fPfPUVUP¡(]PzU# T}Ó°IR	~ff:(~PŁ
}_fQŁS¡<fPzÊºSUP~P:P}]fRT}<H:(~~S¢fUPGkPGŁRI°%RhSUVUPŁ*~fŁ*}X SVQ:TŁP1¡(]PUP}]~PQG¢fUP
TRTUVPQ1P}<(ŁfT}f}fIÏﬃIÝ»Uk:PkaP_S~PŁa]Rh}]~ A f}fP´°%RhUP]ŁORhŁSLfUSV­ŁP e hkS¬PIhV¿kÌ
:¿k#Ì¿LI¡<fSkRUR£]Ł(fŁSLﬂ¡<fP´~S a  e >RTUV(Ł~ a P~¦c]«T I¢(}(>Rh}kS~¡<fP´~S e  a 
RhUTŁ~ a P~¦cf«( %QRTf°%RhS~(IÝ»U_P~ÄTQQkkP*ÊQDRhS~}]T}F(¢fUSV«<R%(SVŁP>ÏX RhŁS¢ffPŁ§ e










£}]PÇÀÍ]¿LÉV¿B½L Ë]%VhÉÌ¿R]}fP.°%RhUPfŁG}fPfŁPTRh}kS~G¡<X ]}fPÇÀÍ]¿LÉ¿k] Ë]%VhÉÌ¿








T}T}]~Sk­ŁPÄ«T}fŁRhUPQP}<t¡<X PUUVPµRﬁf}]UV]~tPSVOUVQP}<>h P~±»§%±»kSVŁPa¡<X SVU<PLkS~cP
a ∈ A/ ∼ PUf¡<fP b % a (fŁO(k b ∈ A Ê9h P~Th¦cTfŁ~tUP´RT~~S A P>~cO ]}fSkP % P>~c
f}.]ŁTŁkŁPµhRTUÏL(Ý»UP~ﬂL(QQ1kkP(TQDRhS~a}]T}.(¢fUVS«(Rh(SVŁPﬁ R(~~kLSPŁN§ a UR°%RhUPfŁ
f(a) = 0 
|
Rh}~LP.RT~UVP.k(QDRhS}fPSVQDRh«(P.kP f P>~c R+
Êf}fS(URTSVŁPD}f(}	¢:TŁ}fIÏ
Tf}S}<PŁ°%RhUUPH¹ºPŁQ [0, α] Êf}fS(URTSVŁP¢:TŁ}f>ÏL

St}]T]~ﬁŁP]ŁP}fT}]~´UP~£PLkPQfUP~
 fPUVUP~*f}]SV:TURhSŁP>~LSV±ÅkP>~~]~UVP>~*ŁPURhST}]~ IfU]~:PŁQS~¡<fP ,P hRhf]RTŁSVP}<
fU]~F§URRh«TTŁSP C ¡<fP B(}<f}¯fU]~:PLS¬FUVQP}<O¡(]P.U9 T}¨:PkGPLkfŁSVQPŁ
ŁP~P>ﬃS°TPQP}<ﬁ]RhŁ IS}<PŁkSV	Ê9Rh~P}]~ﬁ~ŁSLÏﬃ]PL If(Ł~ﬁfPURRh«TTŁSP C (f²ÄRhŁ






£}]PÇ>fPUUVP	R×]}!fU]~z«TŁRh}] UVQP}<~ SVUPLkS~cPÇ]}fPÇ°%RTUVPfŁ a1 ∈ A
PUUVP
¡<fP a1 % a
(fŁDTk.UVQ1P}< a kP A   H}ÚkSVx¡<X ]}fPfPUVUPf}fS:TURhSŁPP~
½%ÌﬃK¿.~SPUUPRxf}	fU]~*«TŁRh}]BUQP}< }fPfPUVUPG¢]SV:TURhSŁP1P~¢(Ł}fP1~SPUUVP
R,]}×fU]~1PSVDPLG]}×fU]~1«TŁRh}] UQP}<zÊ9kÃ¹RhSV1kPzURÇ~Ø_QLŁSPzSV}f]ŁP}<Pz§





IfU]~Ä:PŁQS~Ä¡<fP GPL %Rh]]RhŁSP}<ÄfU]~a§*URR%«T(ŁSP C ¡<fPG~T}<ÄQRT}fSV¹ºP~PQP}(
¢:TŁ}fP>~UP~fU]~«TŁRh}f~FUVQP}<~Rh}<DŁP~P>ﬃS°TPQP}< ITf±»§%±#¹RhSVDRTk(ŁS~


























































































f}ÚP}]~PQF¢fUP ]}fS* T¢k¦cP~ A = {a, b, c, . . .}   H} :(~P,RhÚ~h¦cPLxkPkÓcØ<:P~7kP
¡<fP~ST}~k:TfŁ´TkP]RhSŁP (a, b) ∈ A2 Â

¥N~c±ÅP¡(]P a P~´]UV]~ﬁRhŁRTLSV¹µÊTzfŁ¹ºŁRh¢fUPT_Ph Ï´¡<fP b DÊº(fS69I}f(}Ï

SXUR
Ł(}]~P*P~ I(fS (f(}x}]hP aPb 























ST}Ç}X R.}fS aPb }fS bPa :(}BkSV¡<fP a PL b ~T}<*S}]kSV©KŁP}<~:P1¡<X T}Ç}fhPF]RTŁ
aC0b
  H}BR P = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ C6
KPLH(}Çk ]}fSV Pk := Ck ∪ Ck+1 ∪ · · · ∪ C6

k = 1, . . . , 6 
¥a}¨~PŁL¹ºŁRT}(§zUR7fTŁSVPDk	QP~fŁRh«TP(URzŁ(}]~P1§xURzfŁPQS­ŁP1¡<fP>~cSV(}
Rh](ŁP,f}fPÇSV}k¹º(ŁQDRhST}ÚTŁkS}]RhUPT  H}fPŁfP,]}fPBŁPfŁ~P}<R%ST} }_fQŁS¡(]P














RT}]~UPFRT~£]Ł>~P}(>PURDŁP°_SVP}(*§.fPŁfPŁ£f}fPF¹ºT}]LST} f : A −→ R
PUVUP¡<fP aCkb
PL cCk′d









 f}fP1PUVUP¹ºT}ﬃST} f P>~c¡<fS°%RhUP}<PD§xU9 PLkS~cP}]PDkP}fTQG¢fŁP>~*ŁPU~ 0 =: t1 <
· · · < t6
P f}fP¹ºT}ﬃST} f : A −→ R PU~£¡<fP








f} ]Ł(«TŁRhQQP1US}fRTSVŁPTT}×fPŁ]P.RhUTŁ~UR,fUV~F:PLS¬P.¹ºT}ﬃST} f :(~~SV¢fUP.P}
ß

SQ1:(~Rh}< tk := k
















]R(~µ¡<fP*U# P}]~PQF¢fUPkP~µT¢f¦cPL~´ S}(Ł³LÊT}]~SfŁ~µfRh}]~µU# PkŁSP}]P>ÏNP~µ}]LP>~c±
~RhSŁPQ1P}<H ]}]SﬁÂ x1, x2, . . . , xp Ý»Ua~fÕ1RTUV(Ł~*kPfŁP}]kŁP X˜i := {x1i , x
2








¥ ) ŁP}<ŁP,fRT}]~.UR Rh«TTŁSPfP~.QfkkP>~7L(}]~ŁfS¬±
~Rh}<Hf}]P¹ºT}ﬃST} u k>L(Q1:(~Rh¢]UVP7Ê9ﬃ¹cK¡<]RhST}×Ê TÏÏﬃKRI°TP F LRh}<*kPGUR.¹ºTŁQP∑n
i=1 wixi

























Ai := {(01, . . . ,0i−1, x
j












































¥ ) ¹RTS¬7U# <Ø_:hf­~P¡(t f}]PPUVUP°%RhUPfŁ7fP,~P}]~.Rh¢~(UVÓPLkS~cP,~fŁ
]R(¡(]P*kP>~ŁSkPfŁ>_PL¡<X PUUVPP~ﬁPLkfŁSVQDRT¢fUVP*]RTŁµUP~h¦cPLÔXP~P}]~´Rh¢]~TUkPLP~
°%RhUPfŁ~´~S«T}]S¬ ]P¡<fP(fŁ´(k j = 1, . . . , n _UR~R%S~¹RTﬃSV(}x¡<X SV}kfSV£URG°%RhUPfŁ 0j
:TfŁ´UP~%¦cP´P>~cﬁUR1Q1³QPTfÆ£S}]~ST}zkTSV£RI°TTSŁ ui(0i) = uj(0j)
k(fŁµTfP]RhSŁP
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ﬁ#ﬁﬂﬃ ﬂ"!
A$# A:<9 A&%1=ﬂ:;8ﬁ? '
-2 ﬀﬂ"#
i = 1, . . . , n (
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  '"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F (ai, 0ic ) = αiai $
ﬀﬂ"ﬃ#  ﬀﬂ">
ai ∈ R+ /
>	 ﬀﬂ ﬀﬂ 




































:T]ŁTkPF]RTSVŁP i, j ²ÄRhŁ*L(}<°(P}<ST}tf}fT~£:(~T}]~ ui(1i) := 1








fRT}]~OUR*~(QQ1Pﬂ(}]kŁP F I²TfŁÄPURfIT}1LT}~cŁfSVU# P}]~PQG¢fUVP´kP>~(¢k¦cPL~´ÊÉ LSV¹~Ï
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) ~fŁ B (fŁ£Ł(f°TPŁﬁf}fP>fPUUPF SV}<PŁ±
°%RhUUVP w (¥N}.}fhRh}< bi
U9 UQP}<´kP B RIØ<Rh}<aUR°IRTUVPfŁ 1i
§URS­QP<(ŁfT}f}fPTh(}
T¢fSP}< wi = w(bi)
 i = 1, . . . , n ¤ﬂPPG¹R(®L(}ÇkPfŁkLfPŁ~S«T}]S¬ ]P¡<fPUVP1:TSf~
 f}¨kP~LŁSVfP]Ł*TŁŁP>~:T}]§xUR7°%RhUP]Ł*RhŁS¢ffP§.]}Ç(¢k¦cPLLRh}<~R%S~¹RhS~Rh}<
~fŁ£LPkP>~ŁSkPfŁﬁPL£}]PkŁP.ÊTzSV}]R(PkRh¢fUP>ÏµRhSUUVPfŁ~




















ÂN²aŁP}fT}~ X = X1 × X2
NPL.~]f<~(}]~D¡<fPU9 T} RhSV




a, b, c ffT}<ﬁUVP>~´kSUVSV>~£~T}<Â
u1(a1) = 0.4 u1(b1) = 0 u1(c1) = 1
u2(a2) = 0.4 u2(b2) = 1 u2(c2) = 0,
P}.~ff:(~Rh}<ﬂ¡<fP ui : Xi −→ [0, 1]
 i = 1, 2 <ÔXP~%¦cPﬂRL(QQ1PfŁ¹ºL±
ŁP}]LP a  b ∼ c X¤ﬂfPŁfT}~ w1, w2
PU~H¡<fP1LPFf(S¬~TSVŁPfŁ~P}<
]RhŁ´URD~(Q1QP:T}]kŁPT H}zT¢kSVP}<Â
b ∼ c ⇔ w1 = w2
a  b ⇔ 0.4(w1 + w2) > w2








T¢k¦cP~ﬁ :ﬃSV¹~ b, c, d := (11,12)
SURhfŁRhSVPLkfŁSQ1Ff}fPF}]PLP













B := {(1A,0Ac) | A ⊂ N}
Ê ﬂhÏ
P}!<~RT}( N := {1, . . . , n} ﬂPx1!U9 T¢k¦cP7 LSV¹ z = (1A,0Ac)
P~k ]}fS*]RhŁ
zi = 1i




L(}]~ŁfS¬´f}fP*]PUUVP SV}<PŁ°%RTUVUP µ : P(N) −→ R <¥N}xŁPQDRhŁ¡<]Rh}<ﬂ¡<fP A = ∅, N
L(}]kfSVNRhfFT¢k¦cP~ (01,02, . . . ,0n)
PL (11,12, . . . ,1n)
hSU]~PQF¢fUPﬁ}]RhfŁPUfkPﬁ:(~PŁ
µ(∅) = 0 PL µ(N) = 1 






~fŁµRT¡<fPkP>~ŁSkPfŁ>(Ý»UK~PQF¢]UVPHŁRTS~T}f}Rh¢fUP£ SVQ:(~PŁ´RhUTŁ~N¡<fP µ(A) ≤ µ(B) 
f}fP]Ł(fŁSL*RTf:PUPQT}fT(}fSVP(xQSPk	¼LhÅh]¿
ÔtR*°%RhUP]Ł µ(A) P~aUR°%RhUP]ŁNR%ŁSV¢f]Pﬁ]RTŁÄUVP£Qkk­UVP£§U# (¢k¦cPLÄ :ﬃSV¹ (1A,0Ac)

²afS~¡(]P ui(1i) = 1
 ui(0i) = 0
 ∀i ∈ N fT}RzÂ
F (1A, 0Ac) = µ(A), ∀A ⊂ N.
Ê ﬃ<Ï
Æ£fŁPQP}<FkSV µ kPŁQSV}]P F ~fŁUVP>~~TQQPL~fPDU9 _Ø<:PŁL]¢P [0, 1]n XÝ»UNŁP>~cP








#%'' )   
kP>~ÄkP~LŁSVfP]Ł~ X1, . . . , Xn
hPN~Sf}]LP>~~RhSŁPµkP>~Ä~(]~±#P}]~PQ1±
¢fUVP>~µ ]}fS~£kPLP>~£kP>~ŁSkPfŁ~ X˜1, . . . , X˜n






Ï7ÔRŁPURhST} % ~fŁ X = X1 × · · · × Xn
P>~c]}	]ŁTŁkŁP1URhŁ«TP1TRhU
¹RTSV¢fUPQP}(N~RhŁRh¢fUP*Ê9LPP<Ø_:hf­~P´P~aSV}_°TŁSV RT¢fUVPﬁRhŁ % }fPﬁPkN³ŁP















#1'  ﬃ./(*ﬃﬁ#%'8")  #%'(*ﬃﬁ#%'  "
	  ﬃ7ﬁﬁﬃ ui  
(}	T}]~Sk­ŁPG:T]Ł i ∈ N
U9 P}]~PQG¢fUP Ai






kP¹R(®L(}xf}]S¡<fPP}SQ<~RT}( ui(0i) = 0
 ui(1i) = 1




















#%' ﬃ ./( ﬃ7ﬁ#%' ") +,0#%'" ./ﬀﬃﬁﬂ#1' µ  T}GT}]~Sk­ŁPﬂU# P}]~PQG¢fUVPﬁ T¢f¦cPL~
 ﬃS¬¹~ B k ]}fSk]RTŁ£Ê ﬂTÏﬃ  H}RhffUS¡(]PµUR*QL]_fP,Æ¤

¥ ) (fŁakPŁQS¬±
}fPŁUR£¹ºT}]LST} µ : P(N) −→ R Ik ]}fSPµ§ﬁ]}fPaŁRT}]~c¹º(ŁQDRhST}R%ÕD}fPﬂ<~SVS°TP
fŁ­>~  H}¨fTS~SVU9 f}fS¡<fPF¹º(}]ﬃSV(}BPUUVPD¡<fP µ(∅) = 0 PL µ(N) = 1 
|
P1UR
~(ŁPT]URD¹º(}]ﬃSV(}B Rh«(Ł«(R%SV(} F P>~ck ]}fSPGRhf~TQQPL~kPGU9 _Ø_PŁf¢P
















Ê Ï % ŁP>~cŁPSV}<§ B °TŁSV ]PURxkTQS}]Rh}LP.Êº(BkP¹R(®L(}¡<fS°IRTUVP}<PF~T]~UR
T}]kSVST}D¡<fP % ŁP>~cŁPSV}<a§ B P~af}DfŁ(ŁfŁPµURTŁ«(PµhRhU# µ P~aS~hT}fPIÏﬃ
ÔtRT}]~Ł]ﬃSV(}Ç¡<fP}f(]~RI°TT}~fŁ~P}<P1ŁP>~cPGf(ŁS¡<fPTk¨QTS}]~*P}¨LPD¡<fS




kP>~´Q1fkkP>~ﬁfŁR%S¡<fP>~ﬁ SkP}(S¬ :R%SV(}zfP µ 




kP>~~]~¡<fP	PLP	¹ºT}]LST}·P~T}f}_fP¨~]ŁzUP~~TQQPL~zfP	U# <Ø_:PŁLf¢:P [0, 1]n
]RTŁBÊ ﬃ<ÏﬃNRhŁ7  #}]LSfRh}<.RI°TP>zUR	¹º(}]ﬃSV(} µ : P(N) −→ [0, 1] 0>£Rh]PUV(}]~D¡<fP
N = {1, . . . , n} P>~caU# P}]~PQG¢fUVP£fP~ÄS}]kP1kP>~akP~LŁSkPfŁ~hÆ£S}]~S9 F :PfN³LŁP´°_fP
L(QQ1Pf}]PPL_P}]~ST}kP µ ~fŁU9 _Ø<:PŁL]¢PP}<SVPŁÊº°T(SVŁP Rn Ïﬃ






K¿´ÁL%KÀL#% µ : P(N) −→ [0, 1] »¿LÉ¿aL]¿ µ(∅) = 0 	 µ(N) = 1 	




f}fPH]TŁSPkP*URFQ1P>~]ŁPH}fT}k±»RT]kS¬SV°(P7  Å >Rhf:PUT}]~µ¡<X T}7kSVﬁ¡(]P µ P>~c
ÙTÙ
É9 Á
~S µ(A∪B) = µ(A)+µ(B)  A∩B = ∅ 
|
 RhfŁPﬁ]RhŁ%(}fS¬N¡<fP µ P~ﬁ¼%ÎD9Ìﬃ a]¿
~S(fŁﬁ(k A ⊂ N  µ(A) }fPf:P}]¡<fPkP |A| 
 C3D  KYR U[ZIR]F \
Z M3M'Z R \^K J U[N3H[KYM'ZIR&ﬁH[N 	 VM'KYN'JLZIR
¤ﬂT}~SkŁT}~HUPDR(~ ]}fPDfPUVUPDf}fS:TURhSŁP¢:TŁ}fP(X~(S¬cØ_fS¡(]PQP}< [0, 1] 

TŁP¢fkDP~.kT}]kPT}]~ŁfSŁP F ~fŁ [0, 1]n ÄÝ»UﬁØ×RÇ¢fSP} P}<P}]kÓf}fPS}k f±
}fSVkP1¹RT®T}]~* LP}]kŁP F §.]RTŁSVŁkP µ LP:P}fRh}<}fT]~*fPŁf(}]~Hf}fPG¹RT®L(}
~SVQfUPÇkP	UP,¹RhSŁPT £}Q%ØTP}~SQfUPÇP>~ckPBŁPTfŁSVŁx§ U# S}<PŁ:TUR%ST} Â´:TfŁ
x ∈ [0, 1]n  F (x) ~PŁRhSVkLPŁQ1S}f]RTŁ£f}fP¹ºTŁQFfUP¹RhS~RT}<£SV}<PŁ°(P}fSŁﬁUP~ﬁ°%RhUP]Ł~
F (1A, 0Ac)
k(fŁ A fRT}]~µf}zP}]~PQG¢fUVPkP~(QQ1P~ A(x) ]fPPUUVP~TŁPH¡<fP*U# P}k±




(kP.RTQF¢fS«T  TXf}¨:TS}< x k(}f}f.k(S¬FRTf]RhŁP}fSŁ§f}fP.Pf}fP7~PfUPDŁ«TST}t
²ÄRhŁNT}]~¡<fP}<hU# _Ø_:PŁLf¢:P [0, 1]n P~N]RTŁS¬SV(}f}fﬁP}:TUØT­>kŁP>~ak ]}fS~Ä]RhŁNUVPfŁ~
P}~PQF¢fUP~afP~(QQ1P~ A1, . . . ,Aq














1 αi(A) ∈ R
 i = 1, . . . , n  ∀A ∈ A(x) XRI°(PkP>~:TUØT­>kŁP~T}<P}]Rh}<*UVPGQ1(SV}~
kP~TQQPL~´<~~SV¢]UVP(
¥ÄfRhQS}fT}~P}ÚkLRhSU£UP,RT~ n = 2 Ê 
OS«TfŁP
ß



















:(~~S¢fUP~ÊR<ÏGPLBÊº¢:ÏKÞaPLfRTQ1S}f(}]~UVPfŁPQSPŁ>a¡<fSkS°_S~P [0, 1]2 P} kPfÃŁ«TST}~
{(x1, x2) | x1 ≤ x2}
P {(x1, x2)|x2 ≤ x1}


ff:(~T}]~H¡(]P x1 ≤ x2
KÔtR¹º(ŁQGfUP
kP°<SP}<>fP}zŁPQDRhŁ¡(Rh}<´¡<fP F (0, 0) = 0 PL F (1, 1) = 1 Â
F (x1, x2) = (α1x1 + α2x2)F (0, 1) + (β1x1 + β2x2).
¥a}fŁP}]RT}< (x1, x2) = (0, 1)
PL (1, 1) kT}zT¢fSP}<£UVP>~´¡<]RhST}]~ﬁ~fS°IRT}<P~Â
α2 = 1, β2 = 0
α1 + α2 = 0, β1 + β2 = 1,
 1zU9 T}(¢kSP}<£L(Q1QPf}]S¡<fP~TUkST}U# P_]ŁP>~~SV(}BÂ
F (x1, x2) = (x2 − x1)µ({2}) + x1.
Ê  (Ï
¥a}fŁkL]Rh}<£kPQ³QPRI°TPHUPRT~ x2 ≤ x1
]T}zT¢kSVP}(Â





x ∈ {x1 + x2 ≥ 1}
kU# >¡(R%ST} SV}<PŁ(URhST}kP°_SP}<Â
F (x1, x2) = (α1x1 +α2x2)F (0, 1)+(β1x1 +β2x2)F (1, 0)+(γ1x1 +γ2x2)F (1, 1).

















 q = n! Þ

]RT¡<fP*(UVØ(­kŁPP~£kL ]}]SX]RhŁﬁ]}fPPŁQGkRhST} σ ~fŁ N Â
Aσ = {x ∈ [0, 1]
n | xσ(1) ≤ xσ(2) ≤ · · · ≤ xσ(n)};

]RT¡<fP Aσ
LT}<SVP}( n ~(QQ1P~kfU]~´UVP~TQQPLﬁ(ŁS«TS}fP (0, 0, . . . , 0) Þ


















kP x Ê9LT}~SkŁLTQQPf}fP¹º(}]ﬃSV(}zfP N fRT}]~ [0, 1] ÏL
 

 'ﬁ6ﬃﬁﬂ#1'   












[f(σ(i)) − f(σ(i− 1))]µ({σ(i), . . . , σ(n)}),














 RhkŁP]RTŁ>XT}¨R:TfŁTk x ∈ Rn+
PL
(kPÇRhRTLSV µ  mini xi ≤ Cµ(x) ≤ maxi xi
ﬂUVP>~.¢:TŁ}fP~.LRT}<7R%PS}<P~7]RhŁ
UP~RT]RTS¬~ µmin, µmax
XkL ]}]SVP>~]RhŁ µmin(A) := 0
 ∀A 6= n PL µmax(A) := 1






fQPSkUPŁ  ﬃﬀﬂ #

























 C B  KYR U[ZIR]F \
Z M3M'Z R \^K J U[N3H[KYM'ZIR  N 	 VM3KYN'J ZIR
¤ﬂT}~SkŁT}~FQDRhS}<P}]Rh}<DUVP,RT~DkP>~fPUVUP~¢]SV:TURhSŁP>~XÞSU~PŁR	~kÕ.~RT}(.kP













}f«(R%SV°(PPL:(~S¬SV°(PTRT]¡<fPUR(~U# P}]~PQG¢fUVP B kP>~(¢k¦cPL~¢]SV}]RTSVŁP~HkL }fS]RhŁ1Ê ﬂhÏ
~kÕ:²RTŁHPkPQfUPT](},:TfŁŁRTS¬*kSVŁPG¡<fPFU9 °%RhU]RhST}BkPGU9 T¢f¦cPL (−1A,0Ac)
P>~c
«<RhUP,§¯U# (f<~,fPBLPUVUPBkP,U# T¢k¦cP (1A,0Ac)
ÊºQkk­UVPBfS¬Ç¼%ÎD9Ìﬃ a]¿IÏDTÚkP






































































RI°TP> x+i := xi ∨ 0
PL x−i = (−xi)
+  i = 1, . . . , n 
|
 RTkŁP]RTŁ µ P>~c*UR7RhRTLSV
L(}%¦cf«(fP(TkL }fSVP]RhŁ µ(A) := 1−µ(Ac)  A ⊂ N <¤ﬂP>~aP_]ŁP>~~SV(}]~Äk ]}fS~~P}<aP}
¹RhSVFLPD¡<X T}¨Rhf:PUUPDU9 SV}<«TŁRhUPkPx¤ﬂfk¡<fPL~Ø<QŁS¡<fPÊº(¨SV}<«TŁRhUP1fP kSV:
  *= ºÏµPL£U# S}<«TŁRhUP*kPG¤ﬂ]_¡<fP£RT~Ø<QŁS¡<fP!  #

SU# (}!}X R ]R(~kPÇŁRhS~T}kP¨~]f<~PŁx]}fP¯¡(]PULT}¡(]PÇ~Ø<QŁSVPÇP}<ŁPÇUP~
]RTŁSVP>~N:(~S¬SV°(PHPµ}]«(RhS°TP(<(}.:Pk£R%¦c(kPŁµ§GU# P}]~PQF¢fUPkP~µT¢f¦cPL~µ¢fS}]RTSVŁP~ B 
U# P}]~PQF¢fUPkP~GT½¾¿L9¼F½LÉK%ÉÌ¿L¼: <%# Á¼ N Â
N := {(−1A,0Ac) | A ⊂ N}.































OSV«(fŁP .Ê>ÏafRT}]~ﬂUVPRT~ n = 2 <¥a}7Rh]fUVS¡<]Rh}<µURQfkkP
,Æ¤

¥ ) ~fŁ T k(}zT}]~ŁfSV´]}fPfPUVUP S}<PŁ°%RhUUP v : Q(N) −→ R kP}z}]h±
RT}< Q(N) := {(A, B) ∈ P(N)×P(N) | A∩B = ∅} _¤ﬂTQQP£fŁL>kPQQP}<>TT}








 kfP¡(]SXLT}kfSV§GSQ<~PŁ´f}fPfŁTfŁSL S~hT}fSPkP v fRT}]~µUVP~P}]~













  A ⊂ B ⇒ v(A, ·) ≤ v(B, ·) ¿L v(·, A) ≥ v(·, B) 















¿ ÀË]TÀÉÅL¼ µ+, µ− 




É»¿1~Ø_QLŁS¡<fPD¼ﬃN¿L¨%k#Ì¿ µ+ = µ− ;





:TfŁ i ∈ A  −1 :TfŁ i ∈ B IP HRhSUVUP]Ł~
¤ﬂPSP>~cL(}k¹ºTŁQPF§DUR.°_S~ST}¢fS(URTSVŁPGfPFU# Rh©:P>ﬃPUVUPG¡<X PUUPGR.GSV}fSVSPG]RhŁ










kP7ÀË]TÀÉ»D½L Ë]%VhÉÌ¿ ζ : Q(N) −→ [0, 1]× [0, 1] f1§D]RT¡<fPUVQ1P}< (A, B) kP




~S A ⊂ A′ PL B ⊃ B′ RhUTŁ~ ζ+(A, B) ≤ ζ+(A′, B′) PL ζ−(A, B) ≥
ζ−(A′, B′) Þ
 ζ−(A, ∅) = 0  ζ+(∅, A) = 0  ∀A ⊂ N Þ




k¹ºP}]k]P]RhŁ¤µRTSV(f,¿£Àh<;   Å]1U# (}Pk*RI°(TSŁﬁL_PLkS~cP}]PFkPF~P}<SQP}<~
:(~S¬S¬¹~ﬁP£}f«<R%S¬¹~
¤ﬂT}~SkŁT}~NfRT}]~N]}7fŁPQSPŁﬂPQ]~´UP~ﬂ¢fSV±ÅRh]R(LSV>~ﬂTQQPHk(}f}fPkP*¢]RT~PT
PL*P}<T}~*fPT}]~ŁfSŁPGUR.¹ºT}]LST} F  Rh«(Ł«(R%SV(}X]°_fPL(QQ1PGf}fPPL_P}]~SV(}


















Ý»}<PŁ:TUR%SV(}xUS}fRTSVŁP*]Rh}]~´UPR(~´¢fSV:TURhSŁPÊ n = 2 Ï
~TQQPL~kP´U# _Ø_:PŁLf¢:P [−1, 1]n IQRTS~OT]~OUP~:TS}<~L(ŁŁP~(}]fRT}(~RTkT¢f¦cPL~
PŁ}RhSŁP>~kh P~±»§%±»kSŁP*UP~´:TS}(~ x PU~¡(]P xi = −1, 0
T
ß
 i = 1 . . . , n 




¡<fP x1 ≥ 0
 x2 ≤ 0















ν1({1, 2}) = F (1,−1)
ν1({2}) = F (0,−1).
¤ﬂT}~SkŁT}~QDRhS}(P}]RT}<GUPxR(~«(}fŁRTU9
|
 ]}fS~~T}]~ N+ = {i ∈ N | xi ≥ 0}

N− = N \N+ fÆ°TP*kP>~ﬁLT}~SkŁR%SV(}]~µkP*~Ø_QLŁSPRT}]RhUT«(fP~<}fT]~µ(¢kP}fT}]~*Â
F (x) =|xσ(1)|F (1N+ ,−1N−)+
n∑
i=2
(|xσ(i)| − |xσ(i−1)|)F (1{σ(i),...,σ(n)}∩N+ ,−1{σ(i),...,σ(n)}∩N−)
1 σ P>~cOf}fPa:PŁQFfR%SV(}~]Ł N PUUVPN¡<fP |xσ(1)| ≤ · · · ≤ |xσ(n)|
h¤ﬂPLPNPkfŁP>~~ST}
P~U# SV}<«TŁRhUPNkPﬁ¤ﬂfk¡(]PLOfP |x| ]RhŁŁRTf:TŁ§£UR´¹ºT}ﬃST}G P}]~PQF¢]UVP νN+
kL }fSVP
]RTŁÂ
νN+(A) := F (1A∩N+ ,−1A∩N−).




















%%¿À N+ := {i ∈ N | ai ≥ 0} 	 N− := N \N+ 	
















ÔXP~*Qkk­UP~~Ø_Q1ŁS¡<fP1PLG¤ﬂ²  ~(}<kP>~RT~*]RTŁSfUSVPŁ~* SV}<PŁ:TUR%SV(}







~fS¬>²O(fŁ x ∈ Rn }fTT}~ σ URÇPŁQGkRhST}Ó~fŁ N PUUVP¡<fP |xσ(1)| ≤ · · · ≤
|xσ(n)|
fPkL }fS~~T}]~Â
A+i := {σ(j), j ∈ {i, . . . , n} | xσ(j) ≥ 0}






























ζ (x) − C
−






















  %& y 67( v8&)( 2ﬁy
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«TŁ(~~QkkkP£~P£T}<P}<PŁÄkP>~ÄT:ŁR%SV(}]~OQSV}fSQF]Q Ê ∧ ÏÄPLÄQDR%kSVQGfQ Ê ∨ ÏOPLNkP
UPfŁ~LTQG¢fS}]RhS~(}]~  H}1Rhf:PUUVPNË]% % %ÎD¿H½>%V¿D(kPµPLkfŁP~~ST} P (x1, . . . , xn)
¹ºTŁQPNfP n °%RhŁSRT¢fUVP>~ x1, . . . , xn
§°IRTUVPfŁ~XfRh}~ L >kPﬂT}]~RT}<P~tfRh}]~ L PŁPUSVP~
]RTŁ ∨,∧ fRh}]~]}fP,LTQG¢fS}]RhS~(}ÓRTŁ¢]S¬ŁRTSVŁPxkPRhŁP}<f­>~P>~]RTŁDPLkPQfUP ((α ∧





 (¿:ÃÊ¡<fPxU9 T}ÃkL ]}]SVŁR,fU]~GUV(SV}:ÏF  #}]LSkP7RI°(PDURBUR(~~P7kP>~F:TUØ_}fÖTQP~



















'ﬁ6ﬃ7") ")   (  ) ﬂ)   
~SÄ(}Çk ]}fSVUR7¹ºT}ﬃST}¨ Rh«(Ł«(R%SV(} F TQQP







fŁ¹ºŁRh¢fUP RI°(TSŁﬂ:T]ŁﬁSVQDRh«(P*fP F f}fP>fPUUP L′ fUV~ﬁ«TŁRh}]fPTkL(}]~cŁ]S¬P












'ﬀﬃ7 ./) #./"ﬁ') ")  	< (  ) ﬂ)+ 
Q1³QPﬂP}FL(}]~SkŁRT}(f}fPN>fPUUPﬂL(}<S}<]P


















(xi, z−i)  (yi, z−i) ⇒ (xi, z
′
−i)  (yi, z
′
−i), ∀x, y, z, z
′ ∈ X.
¤ﬂPLPL(}]kSVST}zPQ³>fP¡<X ]}zŁP}_°(PŁ~PQ1P}<´kPfŁL¹ºŁP}]LP~fŁ°<SP}]}fPT
(*#%' ﬃ ./( ﬃﬁﬂ#1' ")   #1'( ﬃ7ﬁ#%'  " 	<ﬃﬁﬂﬁ6ﬃ7  
§ÚU# SV}_°TPŁ~P¯k R(~,RTŁfSV}]RTU9
SVU´}X P~D]RT~1:(~~S¢fUPzkPkPŁQSV}]PŁUVP>~G¹ºT}]LST}]~ kSUS¬,~RT}]~GT}f}RIÈŁP




















 5C B  N3H,OQF  J KYM'Z UZ    ZIH[V

(S¬ µ f}fPRh]R(LSVx~fŁ N ]ŁP}]Rh}<1~P~1°%RhUP]Ł~1fRh}~ L ÄRI°TP µ(∅) = O PL
µ(N) = 1l 

(S¬ a := (a1, . . . , an)












1 σ P>~cÄf}fP´:PŁQFkR%SV(}G~fŁ N PUUVP´¡<fP aσ(1) ≤ aσ(2) ≤ · · · ≤ aσ(n)
IPL Aσ(i) :=




SU# (},fŁP}] L = [0, 1] UP~HS}(«(ŁRTUVP>~kP.¤ﬂfk¡<fPL*PL

f«TP}fx  #}]LSkP}(¡<]Rh}]
~TSVURRT]RTS¬T>~(S¬OU9 SV}<«TŁRh}kPafŁP}]F~P>~X°%RhUPfŁ~OfRh}]~ {0, 1} fU]~t]Ł>LS~Q1P}<NÂ
Sµ(1A, 0Ac) = µ(A) = Cµ(1A, 0Ac), ∀A ⊂ N
Sµ(a) = Cµ(a) ∀a ∈ [0, 1]






























a, a′ ∈ Rn PU~D¡<fP ai > a′i









ŁPLÒ]P_SV¹c<ŁRh}]~SVSV¹ÏN~fŁ [0, 1]n _PL´(fŁ a, b ∈ [0, 1]n <}]T]~ﬂŁS°T(}]~ a ≥ b ~S ai ≥ bi


:TfŁO(k i ∈ N IPL a > b ~S a ≥ b P ai > bi
:T]ŁRTFQTS}]~Of} i ∈ N IP}k } a  b
~S ai > bi
:TfŁ´Tk i ∈ N  H}fS¬¡<fP  °(ŁS¬ ]P*URÎh:%»%¿~S a ≥ b SQfUVS¡<fP









¿  ﬁhÌ¿Å~S a  b SQ1]UVS¡<fP a  b  H}zRDRTUV(Ł~µUPŁ>~fUVRh£~fS°%Rh}<
 
./#, # 7ﬁ6ﬃ7ﬁ#%' 






























































f}¯fU]~F«TŁRh}]	UQP}(G}fh 1l tPFUR T}]P.kP~IQDRhf°%RhS~Ç~L(ŁP>~kPDfU]~:PLSV
UQP}(}]h −1l ²TfŁPURSVUN~kÕGkP¹RTSVŁPDf}fP.TfSPDŁP}_°TPŁ~P f}fP.>fPUUVP
TŁkS}]RhUP L+ RI°TP7kP~1fU]~GPSVPGfU]~1«TŁRh}¨UQP}<~ O PL 1l }fhP L− OPL
kPUP~QPLŁPz¢:Tf±»§%±Å¢(kÄ¥a}Ú RhfŁP~GPŁQP~ L− := {−a | a ∈ L+} aRI°TP>













6, 7 L 9}LSkP}<£RI°TP> ∨,∧ ~fŁ L+ Þ
Ê
 
Ï −a P>~c£U# Tf:(~kP a fRh~P}]~ﬁ1 a 6(−a) = O Þ
Ê

Ï a 7 b ~fSVtUR´Ł­«(UVPÄkP>~t~SV«(}fP~K:T]ŁXUR´QGfUVSfUVSRhST}kP>~XŁPU~Â −(a 7 b) =





























O < a < b PLNL(}]~Sk±
ŁT}]~´U# PkfŁP>~~ST} (−b) 6 b 6a 

PUT}UR1fUR(LPkP>~ﬁ]RTŁP}(f­~P~_UVPŁ~fUVRhﬁfS¬©K­ŁP




a 6 b :=


−(|a| ∨ |b|) ~S b 6= −a P |a| ∨ |b| = −a T = −b
O
~S b = −a






































a 7 b :=
{
−(|a| ∧ |b|) ~S sign a 6= sign b















































RI°TP> σ ]}fPG:PŁQFfR%SV(}B~fŁ N PUVUP1¡<fP |aσ(1)| ≤ · · · ≤ |aσ(n)|
KPL N+ := {i ∈
N | ai ≥ O}












































UR,kLPŁQSV}]RhST} kP µ T kP v ~(}(1kP~GT¢k¦cP~ ﬃS¬¹~1~]ŁFUP~¡(]PU~T}¯}]P7:Pk
fŁkLfPŁx§ÓkP>~7P_:ŁSQ1P}<R%SV(}]~xŁPUUVP>~  H}!P~zfT}]	L(}(ŁRTSV}<xX kSVUS~PŁzUP~




}fSVST}  ]}!LŁS¬­ŁPÇkPÇ°%RhUSkSV¨kQkk­UVP¨RTk>¡<]R%>  H}:Pk,kS~S}f«TfPŁxkPk
fŁSV}LS]Rhk7cØ<:P~ﬁfPLŁS¬­ŁP~Â

UVP>~LŁSV­ŁP~Hk,cØ_:PFQS}fSVQS~RhST}BX f}]PGPŁŁPfŁTB f}fPkS~cRh}]P d KP}(ŁP
UR,~TŁSP7k¯Qkk­UVP F (u1(x1), . . . , un(xn))
ÊUVPz~TŁPD«TUT¢]RTUNRTUfUVIÏPGUR
~(ŁSVP hk~SVŁP  y(x)  x ∈ O t¤ﬂPUR.SQfUVS¡<fP¡(]PGU# (}Bk(S¬}fP~~RTSVŁPQP}(






x, x′ ∈ O _U# P_:ŁSP}]PHŁ°(­UP¡<fP x P~ %Rh.Q(SV}]~µRh~~S¢:T} .¡<fP x′ Êº}]h
x  x′ ÏLRhUTŁ~ﬁ~T]~U9 _Ø<:hf­~P¡<fP  P~HL(QfUVP]ŁRh}]~S¬S¬¹ÄPŁÒ]PLkSV¹Ä~fŁ
O aUPQkk­UP,kTSV.ŁPLŁT]°TPŁDLPP,fŁL¹ºŁP}LP¨Â F (u1(x1), . . . , un(xn)) ≥
F (u1(x
′


















T}GPkaRI°T(SVŁ§UR¹ºTS~ y(x) > y(x′) PL F (u(x)) < F (u(x′)) %P}G}fTRT}( F (u(x)) :=
F (u1(x1), . . . , un(xn))
%Æ£ ]}G °_SVPŁOPLS#>T}:PkS}]L(Ł:TŁPŁXUP~OL(}<ŁRhS}(P~XffP~
RhfFfŁL¹ºŁP}LP~fRT}]~OUVP´fŁT¢]UV­Q1Pﬁ TfSQ1S~R%ST}thRhFŁS~¡<fPﬁkP´}fPµŁT]°TPŁÄRT]Lf}]P

















Cµ(u1(x1), . . . , un(xn))− y(x)
]2

(]~´UP~ﬁL(}<ŁRhS}(P~ µ(A) ≤ µ(B), ∀A, B ⊂ N, A ⊂ B,




> #XfP 2n − 2 °%RTŁSRh¢fUP~1ÊºUP~*°%RhUP]Ł~
fŁS~P~´RhŁ µ f~Rhk¹Ä~]Ł ∅ P N ÏﬂPL n(2n−1 − 1) T}<ŁRhS}<P>~
Ý»U:Ø1RTh¦cTfŁ~af}]PH~TUkST}.§GLP£fŁT¢]UV­Q1P((QDRTS~N]RT~a¹ºTŁLQP}(µf}fS¡<fPT_Ôa P}k±
~PQF¢]UVP1kP~*~(UVfST}]~£¹ºTŁQ1PGf},P}]~PQF¢fUPGT}_°TPkPTÔN ]fPGkP1U9 f}fSLSV1kP1UR.~h±





ff:(~T}]~z¡<X SVU*ØÓRTS¬ l k(}f}fP~ x1, . . . , xl fRh}~ O µPx}fT(}]~ y :=
[y1, . . . , yl]T UVPG°TPLPfŁHkPGUVPfŁ~~LTŁP~£«TUT¢]RTk  H},:Pk*ŁSŁPG~(]~ﬁ¹º(ŁQP°(Pﬃ±
(ŁSPUUP [dk]T u U9 SV}<«TŁRhUPkPD¤ﬂ]_¡<fPkP xk ∈ O 1 u P~UP°TP>ﬃPfŁkPGRhSUUVP
2n − 2 L(}<P}Rh}<HUP~*°%RhUPfŁ~*kP µ P dk P~*f}	°TP>ﬃPfŁkPGRhSUUVP 2n − 2 L(}(PL±
}]RT}(´UP~´~TŁP~µkP xk kS~:(~~µkP*¹RT®T}xR(k¡<]RhP((¥a}z¹º(ŁQDRh}<µURGQDR%ŁSLP DT :=




1 F(N) P>~cµU9 P}~PQF¢fUP*fP~µRhRTLSV>~ﬂ~fŁ N _PL d UR1kS~cRh}]PPLUSkSP}]}fPT F(N)
LRh}<FL(}_°TPLkP(U9 P}]~PQG¢fUP7kP~fŁkk]S¬~ Y := {Du | u ∈ F(N)} U9 P~FRh]~~S9XP




























QRhŁSP~ﬁQDRTUOT}]kSVST}]}fP>~LŁTS~~P}(fPFQ³QPTKÆ£S}]~S9 n = 8 P~*k¦§Df}fP





ﬀ Å>P,TŁS<P,fŁT¹º]~fS  ﬂ #

RT~ﬂ~fŁÄLPµkPŁ}fSPŁ>U# RTkPfŁÄR£fŁT:(~N]}






















RT}f«   1ﬃ# ﬁﬂ(}PL

f«TP}f  1 #

ŁRh¢fS~  1 ÅfPL£P}k ]}B¤ﬂTQG¢]RhŁŁGPL[SŁRh}]fR ﬃÅ]fRh}~´f}fPRh]fŁkfP*TŁS«TS}]RhUPT
¥ÄfRhQS}fT}~´QRTSV}<P}]RT}(£UP~RhffŁkfP~ﬁf,~P>LT}.cØ_:PT]UVP>~£~TŁP~´«(UV(¢]Rhk
kP>~DT¢k¦cP~.fP O ~(}<.ŁPQ1]URT~]RTŁDf}fPŁPUR%SV(}Ó TŁkŁP  N¡<fPU9 T}Ú~ff:h±
~PŁRxŁLÒPLkSV°(PTŁRT}]~S¬SV°(PTQDRhS~]R(~¹ºTŁLQ1P}<FLTQfU­LPT  H} f~SVŁP1ŁTf°(PŁf}fP
RT]RTS¬ µ PUVUP¡<fP
x  x′ ⇔ Cµ(u1(x1), . . . , un(xn)) > Cµ(u1(x
′
1), . . . , un(x
′
n))
:TfŁTk x, x′ ∈ O ÔN P>~RTLP.fP~~TUkST}~X~ SUNP>~c}]T}¨°_SkP(XP~Ff}¨:TUØT­>kŁP
L(}_°TPLkP((PµSUSVQ:TŁPkP*UVP*Ł>kfSŁP*UPHfU]~µ:(~~S¢fUPT_ffS~´kPfTS~SŁµf}fP~(UVkSV(}
]RTŁSfUVS­ŁPB§¯U# SV}<ŁSP]ŁµÆﬁ ]}!fP,UVPÇŁ>kfSŁP(N(}ÚPkzRh¦cTkPŁxfP~7T}<ŁRhS}<P>~






f}fP~TUkST}X ,RTŁS]RhUPL >ﬁT]¢P}]~  =

fŁ(<~P}<µkP*QDR%kSVQS~PŁNU# >RTŁµP}<ŁPHUP~
~LTŁP~N«TUT¢]RTk.RTUfUV>~NRhŁµUVP*Q_f­UPT_(fŁµUVP>~ﬂ(¢k¦cPL~ﬂfP O k¥a}7P©:Pf~SU# PkPŁ









Cµ(u1(x1), . . . , un(xn)) ≥ Cµ(u1(x′1), . . . , un(x
′
n)) + , ∀x, x
′, x  x′
µ(A) ≤ µ(B), ∀A, B ⊂ N, A ⊂ B,









































URÌ¿»Ë:Ìﬃ¼¿]»%#%ÁL%Ìﬃ»¿L1URDRhRTLSV µ k(S¬H³LŁPPUVUPF¡<fP Sµ(a) ≥ Sµ(b)
~SP~PfUVPQP}<£~S a  b Þ

UR7Ì¿ÅËKÌL¼L¿]»%#%ÁLh½L¿Lf.U# (}7PQ:³fP*~SQfUPQP}<´f}fP*SV}_°TPŁ~ST}Â a  b







f]<~(}]~H¡<fPUP~*T¢f¦cPL~fRT}]~ A f]S~~P}<*³ŁPGŁP«(Ł(f>~£P} p LURT~~P>~HX S}k±
kSV©:ŁP}]LP [a1], . . . , [ap] ]RhŁ ∼ NUR RhŁSPÇ~Ø<QŁS¡<fPBkP  ﬂP}}_fQŁhRh}<xkP
¹RT®T} §,P7¡<fP a1 ≺ · · · ≺ ap OÔtP.fŁT¢fU­QP7kP7URŁP]Ł>~P}(R%SV(}Ç¹º(ŁP.ŁP°_SVP}<
§	ŁT]°TPŁ p °%RTUVPfŁ~ α1 < α2 < · · · < αp
]Rh}]~ L ÄPUVUP~x¡<X SU£P_S~P,f}]P,R%±
]R(LSV µ °TŁSV RT}( Sµ(a) = αi
ﬁ:TfŁz(k a ∈ [ai]  i = 1, . . . , p ﬁ¥a} LP¨¡<fS
L(}]LPŁ}]PaUVPµfŁT¢fU­QPNfPﬂUR£ŁPfŁ~P}<R%ST}*¹RTSV¢fUPTISU<~kÕÄkPNŁ(f°TPŁ p−1 }f(QF¢fŁP~
0 =: α0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αp := 1
fRT}]~ L PU~£¡<X SUXPLkS~cPf}fPRT]RTS¬ µ °(ŁS¬±
 RT}( αi−1 ≤ Sµ(a) ≤ αi
k(fŁ´(k a ∈ [ai]  i = 1, . . . , p 
¥a}Ç}fhRh}<HL(QQ1PGfŁkQ1QP}( σ f}]PF:PŁQFkR%ST}Ç~fŁ N ¡<fSOŁ>RhŁŁRT}f«TPUP~
~LTŁP~1]RTŁTŁkŁPLŁTS~~RT}(>U# P}]~PQG¢fUVPkP>~DRT]RTS¬~GPUVUP~.¡<fP Sµ(a) = α
P~
}f(}°<SkPF~S aσ(n) < α
( aσ(1) > α
:PLP>~c*U9 SV}<PŁ°IRTUVUP [µˇa,α, µˆa,α] :1(fŁ£Tk
A 6= ∅, N
µˆa,α(A) :=
{




α ~S A(i≥a,α) ⊂ A
O
~S}fT}
RI°TP> i≥a,α ∈ N
PUa¡(]P a(i≥a,α−1) < α ≤ a(i≥a,α)







°_SfP*~SKPLﬁ~PfUVPQP}<´~ SVU:PLkS~cP i PU¡<fP a(1) > αi
:T]Łﬂf}LPŁRhS} a ∈ [ai] T7~ SVU
PLkS~cP i PUÄ¡<fP b(n) < αi





















ÏL²O(fŁkP~GT¢k¦cP~ x, y OT} :(~P Ri(x, y) = 1




Rh«TTŁSP~Ä(Łk(}f}fP~ C1, . . . , Cm
UVP>~ﬂfS¬©KŁP}<~NT¢k¦cP~µkP O _fL ]}fS~~RT}(µRhS}]~Sf}fP
]RTŁS¬SV(}zkP O P} O1, . . . , Om
k²TfŁ i < j fUVP~%¦cPL£P>~cSVQP¡<fP x ∈ Oi
P>~c£Q(SV}]~
¢:T} ÊRT,~P}]~£~ŁSLÏﬁ¡<fP y ∈ Oj
  H},fL ]}fSVHUP¼À%Ì¿1ÎD%Ì TÉ:htK¿L£kP x ∈ O ~fŁ








NRhÚ~P}]~.1 xi i yi ⇔ Si(x) ≥ Si(y)
ﬂÔtP~¹º(}]ﬃSV(}]~ S1, . . . , Sn
~(}<
L(QQ1P}]~fŁRT¢fUP~KRhŁPUUP~°(fSLfUP}<(kP>~UVPDQ³Q1PD~P}]~DÊ}fTQG¢fŁPfP¹ºTS~~fŁ
f}LŁSV­ŁP*1 x P~´QPSVUUVPfŁ£kSQSV}_fk}f(QF¢fŁP*fPH¹º(S~´xSUXP>~cﬁ¢]Rh:Ïﬃ] RhfŁP
]RTŁ£(}z:PfUVP>~£L(}]~SkŁPŁ£L(Q1QPkP>~ﬁ]PUUVP>~£kPŁR%S]fRhŁ£]}fPQFfUVSfUSR%SV(}
]RTŁ£f}fP1LT}~cRh}<P:(~S¬SV°(P}fPFRh}f«(P]RT~UVPF~P}~Ý»UtP~*fT}]:(~~SV¢fUP kSUS~PŁ














UPRhŁRTL­ŁP(ŁkS}]RTUfP~kT}]}fP>~¤ﬂPP}]fRh}<>:UP~~L(ŁP>~}]PL~X f}	T¢f¦cPL x ∈ O









1 (x), . . . , S
N
n (x)) − Cµ(S
N
1 (x
′), . . . , SNn (x
′)) ≥ ,
:TfŁ*(kP1]RTSVŁP (x, x′) ∈ Oj × Oj−1
 j = 2, . . . , m KPL  > 0   H}B:PfŁffSVŁP
UPG}f(QF¢fŁPGfP1T}<ŁRhS}<P~HP}ÇSV}<ŁkkfS~Rh}<H:TfŁ]R(¡(]PGLURT~~PFUP~*P}]~PQG¢fUP~kP~
T¢f¦cPL~ﬁfTQSV}]~´PLfTQSV}Rh}<~Â
Ndj := {x ∈ Oj |6 ∃x
′ ∈ Oj \ {x}, x ≥ x
′}
NDj := {x ∈ Oj |6 ∃x
′ ∈ Oj \ {x}, x
′ ≥ x}
RI°TP>.URBŁPUR%SV(}ÃkPk(Q1S}]RT}]LPkL }fSVP]RTŁ x ≥ y ~SﬁP~P]UVPQ1P}<D~S xi i yi

i = 1, . . . , n kÝ»UX~fÕ1£RTUV(Ł~µkPL(}]~SkŁPŁﬂUP~´L(}<ŁRhS}(P~µLSV±ÅfP~~]~µ:TfŁ´UP~µ]RTSVŁP~
(x, x′) ∈ Ndj ×NDj−1
 j = 2, . . . , m f¤ﬂP>~´LT}<ŁRTSV}<P>~<R%¦c(kP~µRhk7T}<ŁRhS}<P~
kPQT}fT(}fSVPkP µ K¹ºTŁQP}<*]}ÇfŁT«(ŁRTQQ1PGUVS}f>RhSŁP11ÇUR7¹ºT}]LST}	T¢k¦cP>ﬃS¬¹NP>~c
~SVQfUPQP}< max  
ÔXP¨Qkk­UP Rh}<P}<SV­ŁPQ1P}<BkLPŁQ1S}f(£SVUF¹Rhk,QDRTSV}<P}]Rh}<³LŁP Rh]RT¢fUP
 °%RhUfPŁDf}Ã(¢k¦cPL.¡<fPUT}]¡<fP x ¡<fSﬁ}X RhfRhŁSP}<D]RT~§	U9 P}~PQF¢fUP RTffŁP}k±





~S zj ≤ Cµ(S
N
1 (x), . . . , S
N
n (x)) ≤ Zj
x ∈ Cj ∪ Cj−1
~S Zj−1 ≤ Cµ(S
N
1 (x), . . . , S
N
n (x)) ≤ zj .
RI°TP> zj := minx∈Ndj Cµ(S
N
1 (x), . . . , S
N
n (x))
PL Zj := maxx∈NDj Cµ(S
N










xs2µr 6r{uq v&./ 6%uqzyarO{Luq v $36s276r{LuFq

f]<~(}]~ﬂ¡<fPHUVP*Qkk­UP*RTS¬´LH(¢kP}_.]RhŁµU# f}]P*kP>~µQ1fkkP>~´ SkP}(S¬ :R%±
ST}ÇLSV±ÅkP>~~]~]h P~±»§%±»kSŁPG¡(]PU9 T}ÇLT}]}]RIÈUP~ﬁ¹º(}]ﬃSV(}]~* fSUVSVGPLHUR¹º(}]ﬃSV(}










Ý»U´Ø RÇfPz}]TQF¢]ŁP]~P>~¹R(®L(}]~ S}<PŁfŁLPŁ F Ä}_fQŁT}~c±ÅP} ¡<fPU¡<fP>~G]}fP~
]RTŁQSUP~´fU]~£~SV«(}fSV RhS°TP~
















Å  H}kSVH¡<fPUPLŁS¬­ŁP i P>~c£f}°(PL
~S¡<fPU¡<fPG~TSVHUPG°(PLP]ŁHkP~TŁP~ (a1, . . . , an)
KT}ÇR F (a1, . . . , an) ≤ ai








¿%¿ÅÊº¹RI°TP]ŁÏﬂ:TfŁﬁU# S}<«TŁRhUP*kPG¤ﬂ]_¡<fP7 =ﬀ Å

UVPkP«TŁ*X SQ(ŁRh}]P ]}ŁSV­ŁP(¤ﬂPkP«(ŁS}]kS¡<fPUVP:TSf~ﬁQ%Ø(P} ]}
LŁS¬­ŁP1fRT}]~UP1Qkk­UVP(











































C3D HﬁU[N\^Z U  N3W	 V JQOQKYH[\^Z U ﬁH \^JLN'O IJ Z
¤ﬂT}~SkŁT}~(k´X RT¢(ŁUP*RT~ﬂ ]}fPH>fPUUPf}fS:TURhSŁPRhŁkS}]RhUPT(Ý»UK~PQG¢fUP
}]RhfŁPUOkPGkSŁPF¡<X ]},LŁS¬­ŁP i P>~cHSVQ:TŁRh}<~S(fŁ£TkPGL<RhUS¬SV(}kPGŁSV­ŁP>~



























(n− k − 1)!k!
n!
[
µ(K ∪ i)− µ(K)
]
Ê 1(Ï
RI°TP> k := |K| ÊºT}·TQPLŁRÓUVP¯~fŁ±ÅS}]kSLP µ ~ SU}X Ø!R×RT~RhQG¢fS«T 9IÏﬃ H} R∑n
i=1 φ(i) = µ(N) = 1
kP~S µ P~£RTffS¬S¬¹c:RhUTŁ~ φ(i) = µ({i}) 
 H}Pk*R(fRhfPŁHLPLPG}fhSV(}RT,R(~£ f}fPF>fPUUP¢fS(URTSVŁPT  H},fSVŁRD¡<X ]}
LŁSV­ŁP i P~*SQ(ŁRh}<~SÄ]RT¡<fPG¹ºTS~¡<X (}BU# Rh¦cTkP1§xf}fPD(RhUSVST}BkPDŁSV­ŁP>~
~R%S~¹RhSV~<(z¡<X T}xU9 P}]UV­°TP f}fPL<RhUS¬SV(}xkPLŁSV­ŁP~µ}f(}x~R%S~¹RhSV~kT}xT¢kSVP}(
f}fP.RTQUSV(ŁRhST}¨~S«T}fSV R%S°TPDk ~L(ŁP1«TUT¢RhU#X¥a}¨PŁQP>~kP.¢fSV±ÅRh]R(LSV>~XPUR
°TPk*fSVŁPG¡<fPGU9 SV}kPLB SQ1:TŁRT}]LP1kTSVH³ŁPFf}]PGQ%ØTP}f}fPFfP~*¡(Rh}<SV>~ v(A ∪
i, B) − v(A, B) PL v(A, B) − v(A, B ∪ i) ~fŁT]~.UVP>~ (A, B) ∈ Q(N \ i) a¥N}








¡<fSaP>~cFf(S~SPTK¹RhS~Rh}<FRhS}]~SÄU9 _Ø<:hf­~P.¡<fPDU# S}]kSLP. SQ1:TŁRT}]LPD}]P.kTSV]RT~





















(n− k − 1)!k!
n!









i=1 φ(i) = v(N, ∅)−v(∅, N) = 2


S v P~ÄkFcØ_:Pﬁ¤ﬂ² 












U# RTkPfŁ% *= #H¤ﬂPP}]fRT}(>´¢fSVP} ¡<X PUUP~L(}]~PŁ°(P}<xkP>~zfŁ(fŁSV~z~PQF¢]URT¢fUVP>~
UPfŁﬁS}<PŁfŁLR%ST}zfŁR%S¡<fPŁP~PfŁT¢fUQDR%S¡<fP(
 
C B HﬁU[N\^Z U  N3H,OQZ>J KY\TO N'VH
¥N~~RIØ(T}]~ﬂkPkT}f}]PŁµf}fPkL }fS¬SV(}7fŁS~PHfPHU# S}<PŁR(ﬃST}tf¤ﬂ(}]~SkŁ(}]~ÄTk




 x = (01,02)
 y = (11,02)
 z = (01,12)














































7ﬁ6ﬃﬀﬃ7ﬁ#%' )  ﬃ. $&)  
T},:(~P µ({1}) = µ({2}) = 0 KLPG¡<fSOŁP°_SVP}<HRhkfŁL±
¹ºŁP}]P~ x ∼ y ∼ z ÊÉ ]«(fŁP 
,ÊR(ÏÏﬃ¤ﬂPURD~S«T}fSV ]P¡<fP:T]Ł£UVPG~%¦cPUVP>~£kPf
LŁS¬­ŁP~µkTS°TP}(ﬁ³ŁP*~R%S~¹RhSV~µ:TfŁ£RI°(TSŁﬂf}zT¢f¦cPL£~RhS~c¹RTS~Rh}<><PﬁUR1~RhS~c±
¹RTﬃSV(}¯kP7~PfUPQP}<FU# f} kP~FkPk¨}fP7~kÕF]R(~  H}¯kS¬1¡(]P.UVP>~FŁSV­ŁP>~
~(}(FÀ%ÎË:LÎD¿LÅhÉÌ¿L¼
7ﬁ6ﬃﬀﬃ7ﬁ#%' )  ﬃ. $&) ! 
T}Ú:(~P µ({1}) = µ({2}) = 1 ﬂLPÇ¡(]S¡<fS°%RhkzRhk






















OT}ÓR µ({1, 2}) > µ({1}) +



















]RhfUPØ(Xh P~±»§%±»kSŁP1¡(]PFTkP~UP~L<RhUS¬SV(}]~HfP N kTS°TP}<
³LŁPD]ŁS~P>~P} TQkP(tÔtRk ]}fSVST} ~fS°IRT}<P.RLDfŁT:(~P]RhŁ7,fŁT¹º]~fSaPL





(n− k − 2)!k!
(n− 1)!
[
µ(K ∪ {i, j})− µ(K ∪ {i})−
µ(K ∪ {j}) + µ(K)
]
. Ê  =<Ï
 H}xR Iij > 0
ÊŁP>~t < 0, = 0 ÏN(fŁµfP~´LŁS¬­ŁP~µL(Q1]UVQ1P}<RhSŁP~*ÊºŁP~X<~f¢]~SVf±
SV¹~hSV}k:P}]]Rh}<~ÏﬃTÔRkL ]}]S¬SV(}fP£LPLaS}]kSLPﬁR´P}]~fSVPﬁP}kfPﬁ]RTŁÄU9 RhkPfŁ








(−1)|A|−|L|µ(K ∪ L), ∀A ⊂ N, A 6= ∅.
Ê ﬂTÏ
 H}zŁPQRTŁ¡<fP¡<fPU# (}R Iij = I({i, j})











Í]ËKV¿ %TÝ»U<P>~cO¹RTSVUPﬁkPµ°TTSŁ¡(]PT%¡<]Rh}]FUR*RT]RTS¬ﬂP>~cÄRT]kS¬SV°(PTIT}1R I(A) = 0





PL >ﬁT]¢P}]~  
1





 H} R¨°<Ú¡<fPU# S}]kSLPÇ S}<PŁR(ﬃST} L(}<SP}<7L(Q1QP,RT~]RTŁSfUVSPŁDU# SV}]fPL
 SVQ:TŁRT}]LPkP










µ[ij]([ij])− φµN\i(j)− φµN\j (i), Ê ﬃ(Ï
1 [ij] P~Äf}LŁS¬­ŁPN LSV¹OÊ i PL j fŁS~OP}]~PQF¢fUP>ÏL µ[ij] : P((N \{i, j})∪{[ij]}) −→
[0, 1] _RI°TP> µ[ij](A) := µ((A \ [ij])∪ {i, j}) ~S A 3 [ij] _PL µ(A) ~SV}]T}X<PL µN\i
P>~c






































v({1}, {2})v(∅, {2})v(∅, {1, 2})









~T]~±ÅRhŁŁkP [−1, 1]2 ]SU~kÕH Rh]fUVS¡<fPŁURDk ]}fSVST},kPFU9 SV}kSPF SV}<PŁRTﬃSV(}
LURT~~S¡<fPkT}]}fP]RTŁÊ 
<Ïﬃ H}zT¢fSP}<Â
I{1,2},∅ := v({1, 2}, ∅)− v({1}, ∅)− v({2}, ∅) + v(∅, ∅)
Ê 1 (Ï
I∅,{1,2} := v(∅, ∅)− v(∅, {1})− v(∅, {2}) + v(∅, {1, 2})
I1,2 := v({1}, ∅)− v(∅, ∅)− v({1}, {2}) + v(∅, {2})





(n− a− b− k)!k!
(n− a− b + 1)!
∆A,Bv(K, N \ (A ∪K)),
RI°TP> ∆A,Bv(S, T ) :=
∑
K⊂A,L⊂B(−1)




φ(i) = Ii,∅ + I∅,i
¥a}	¹RhSVtT}	ŁPŁTf°(P1RI°(P Ii,∅
PL I∅,i
UP~Q%Ø(P}f}fP>~kP~¡<]RT}(S¬~ v(A ∪ i, B) −








S v P~Nk1cØ_P*¤ﬂ² ÓRI°(P v(S, T ) := µ+(S)−µ−(T ) hU# S}<PŁRTLST}~ PLkfŁSQ1P
kPURG¹RT®L(}z~fS°%Rh}<PÂ
ÊºSÉÏ IvS,T = 0
~Rhk¹Ä~S S = ∅ T T = ∅ 
ÊºSSÉÏ7P}x}]hRT}< Iµi U9 S}]kSLP SV}<PŁRTﬃSV(}zfP*URDRT]RTS¬ µi
f}f(]~ﬁRI°T(}]~*Â
IvS,∅ = I
µ+(S), ∀∅ 6= S ⊆ N
Iv∅,T = I







	 = Å>¡<fS(fŁ~P}<PNP:P}]]Rh}<tUP~XQ³Q1P>~tk¹Rhk~¡<fPNU9 SV}kSPN SVQ:TŁRT}]LPa(ŁfSV}]RTU9
 
Cﬂ HﬁU[N\^Z U[Z
	 V  	VN3J KYWXFIMN'V J KYH,O]WXV Z H
ÔXP¢]kxkP,PL.S}]kSLP,P>~c7kP,¡<]RT}<SV ]PŁ.U# SV}<Ł³7¡<fPU9 T}ÚR¯§¯RTQ1UVSTŁPŁDUP~








LSV±»kP~~(]~UP~GRhŁ«TfQP}(~fŁS}]LS]RhfK²TfŁ A ⊂ N O}fTT}~ WA(F )
PL1SV}]fSPT





1α : [0, 1]
n −→
{0, 1}  α ∈ [0, 1]n PkL }fSVP>~ﬁ:TfŁ´Tk x ∈ [0, 1]n ]RhŁÂ
1α(x) =
{




























F (yA, xAc)− F (x)
]
dx dyA
RI°TP>.UP~G}fhR%SV(}]~FRh¢fSVfPUVUP~1P yA ∈ [xA, 1]
~S«T}fSV RT}( yi ∈ [xi, 1]
(fŁFTk
i ∈ A 





(n− k)!(k + 1)!
(n + 2)!




¡<X P}«T}fŁRhU Wi(Cµ) ≤ 3φµ(i)
]²O(fŁ A = {i, j} (}x(¢kSP}<kP*¹RT®T}z«T}fŁRhUPGÂ
Wij(F ) = Wi(F ) + Wj(F ),

























>£RTfPUV(}]~´¡<fPUVPQSV}]SVQGfQ PLﬁUPQRhkSVQGfQ ~T}<µUP~ﬁRT~µUSVQSVP~ﬁfP*U# SV}<«TŁRhUPHkP
¤ﬂfk¡<fPL>hÆ£S}]~S]LP>~SV}]fSP~OŁRTffS~P}<Äf}kS~cRh}]Pµ}]TŁQRTUVS~P´§*P~¢:TŁ}fP~%ÔXPfŁ~






C   Z+OQVXZ+O NH[U[N\^ZAU[Z 	Z>O V




]Rh} F P~U# S}<«(ŁRTUVPafP´¤ﬂfk¡<fPL
]RTŁFŁRhf:TŁG§,]}fPxRh]R(LSV µ SUﬂP>~cG¹RTLSUPxkPxQ1(}<ŁPŁG¡<fP i P>~c1f}×°(PLB~SµPL
~PfUPQP}<ﬂ~S µ P~aPUVUPH¡<fP µ(A) = 0 ¡<]Rh}] A 63 i TPµ¡<fP i P~Nf}7°TPLSQ1]UVS¡<fP
¡<fPU# SV}<PŁR(ﬃSV(} Iij





§ µ(A) = 1 ¡<]Rh}] i ∈ A ]P¡<fSSVQfUS¡(]P«(RTUVPQP}<£¡(]P Iij ≤ 0 ∀j 6= i

¤ﬂTQQPSVUﬁP>~c.ŁRhŁPkPzŁTf°(PŁDkP~.°TPL(~1PLD¹RI°(PfŁ~fRh}~UVP~P}]~DS¬±»kP~~]~



















































RTŁGURBTQfUPLkSVxfPzP~GQ1kk­UVP>~1P~GPLk:T}fP}<SPUUVP¨ÊkPzU# (ŁkŁP7kP 2n :T]Ł1UP~








  1 Åﬂ¡<fSHSV}]UV]P}<7UP~ λ »ÎD¿ﬃ¼ﬃkÌ¿L¼,kP

f«(P}fG   #NŁ­~7~T]°TP}<.kSVUS~P~DP}
fŁR%S¡<fP(a¤ﬂP>~DRT]RTS¬~~(}<DfL ]}fSP~RhŁf}fPz¹ºT}ﬃST} ~fŁ N RT}]RhUT«(fPz§Çf}fP
kP}]~SV(_PLﬂ}]PH}f>LP>~~S¬P}<µ¡<fP n− 1 _PLÕ.LSP}<~ t(kP¹ºTS~<UVP>~NQkk­UVP>~N¢]R(~>~ﬂ~fŁ
LP>~´RhRTLSV>~a(}(´f}x(f°T(SVŁ´ PLkfŁP~~ST}DŁk]S¬>_RhŁµP}x]RhŁSLfUSPŁµU9 SV}<PŁRTﬃSV(}
Iij










%É k ∈ {1, . . . , n− 1} ;  K¿*ÀËf(ÀLÉ» µ ¿L¼ﬃ
Ù
É»¿ k ±»RTffS¬SV°(PF¼ﬃ
I(A) = 0 aL]h
Ù
|A| > k 	 ¿LÉÄ¿(¼ﬃÅ¿ A ⊂ N À%]»¿:%¿_(ÀL»¿LÎD¿] k VÎ¿]9¼
»¿LÉV¿ a]¿ I(A) 6= 0 ;
|





 f}fPD¹R(®LT}¨«(}fŁRTUVP(:]}fP.RT]RTS¬ k ±ÅR(fkSVS°TP}fP~~SVP
























¡<fPLfPH¹R(®L(}7Ł­>~ﬁURTSVŁRh}<PRI°TP> I RTUVSPkP µ  

NÂ
Cµ(a1, . . . , an) =
∑
Iij>0
(ai ∧ aj)Iij +
∑
Iij<0














































K¿ ½ ÀËf(ÀLÉ» ¿ﬃ¼ﬃ
Ù
ÉÅ¿ k ±»RT]kS¬SV°(P·ËfhkÌ k k
Ù
hf¼ {1, . . . ,




ÉÅ¿Ì(ÀL#% ¿ﬃ¼ﬃF»¿L aL]¿ IA,B = 0
aL]h
Ù
|B| < n − k 	
































{A1, . . . , Ap}











































































 L]kP~x~]Ł.U9 °%RTUV]RhST}ÚkPU# P}_°<SŁT}f}fQP}(  ﬂ  #ﬂPLx~fŁDU# SQfŁP>~~ST}Ú P~]RTP
fRT}]~´f}fPfS­P ]}fP]Rh¢]S¬R%ST}% ﬂ 
Å




Rh}]~*UP1fTQDRhS}fPGfPGU# P}_°<SŁT}f}fPQP}< ÄPŁªTPØ<} ¿L
À%<;]T}<ﬁRhf]UVS¡<fU9 SV}<«TŁRhUPHfP












































9hŁP>~:PLS°TPQP}(> e P~ﬁUVP}fS°TP>Rhz«TUT¢]RTU S}]T}k¹º(Ł>_RI°(PHf}fPfŁS~SV(}
kP 10−3 Ïﬃ
e = 0.022(a2 ∧ a3) + 0.337(a2 ∨ a4) + 0.256(a2 ∨ a5)
+ 0.163(a3 ∨ a5) + 0.142(a4 ∨ a5) + 0.003(a1 ∨ a3) + 0.028a3.
f)kk­UPHRhŁ´QDRTLŁh± (}fP~HÊºUP~´°%RhŁSRh¢fUP~´~T}<µUP~µ}fS°TP>Rhk7X S}]L(}k¹ºTŁﬁ~fŁﬁUP~
QR(LŁh± (}fP~K¦RTQF¢:P~_¢fŁR(~_¢]R(~ﬂfzk<~<]RTk£kxk<~µPL´(S¬ŁS}fPŁP>~:PLS°TP±
Q1P}< e P>~cﬁUP}fS°TPRTx«(UV(¢]RhU S}]L(}k¹ºTŁfRI°(P*f}fPfŁS~SV(}zfP 10−3 Ïﬃ
e = 0.517(a2 ∨ a4) + 0.134(a4 ∨ a5) + 0.122(a2 ∨ a3)




































I(1, 2) ± f   I(2, 4) ± f

ﬂ
I(1, 3) ± f  ﬀ I(2, 5) ± f	 =
I(1, 4) ± f   I(3, 4) ± f   




















 1 1  













I(1, 2) ± f   I(2, 4) ± f 
ß
ﬂ
I(1, 3) ± f 1 	 I(2, 5) ± f   
I(1, 4) ± f   I(3, 4) ± f  
ß
I(1, 5) ± f 

 I(3, 5) ± f   
I(2, 3) ± f
ß
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